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 ٧٧

 قاعدة هوپيتال   ٥ . ٤
1lim اگر  كه  منمودي  ، بيان دوم   فصل از ، ٦در قضية  ( )

x a
f x l

→
2lim     و  = ( ) 0

x a
g x l

→
=  آنگاه ≠

1

2

( )lim
( )x a

lf x
g x l→

. توان بكار برد ها نمي  وجود دارد كه اين قضيه را در مورد آن مختلفي هاي  وضعيت. =

lim  اگر    ويژه، به ( ) 0
x a

g x
→

limو  = ( )
x a

f x k
→

  عددي ثابت و مخالف با صفر استk ، كه در آن =
كنيم كه در آن هردوي  حالتي را بررسي مي بخش   در اين  . بكار برد توان  نمي  را  فوق قضيه نگاه آ

lim ( ) 0
x a

f x
→

lim و = ( ) 0
x a

g x
→

به عنوان مثال . اند حدهايي از اين نوع قبلاً مورد بررسي قرار گرفته. =

0
limsin 0
x

x
→

 و =
0

lim 0
x

x
→

 كرديم كه  ثابت ، ١٣ مثال در فصل دوم  اما =
0

sinlim 1
x

x
x→

همچنين . =
2 2

4 4
lim( 3 4) 0, lim( 12) 0
x x

x x x x
→ →

− − = − −   ولي =
2

24 4 4

12 ( 4)( 3) 3 7lim lim lim
3 4 ( 4)( 1) 1 5x x x

x x x x x
x x x x x→ → →

− − − + +
= = =

− − − + +
4 توجه كنيد كه ( 0x −  و لذا صورت ≠

  .)توان بر آن تقسيم كرد و مخرج كسر را مي
. 

 .خواهيم اين مطلب را به طور كلي بررسي نماييم در اين بخش مي

 
lim ها   توابعي باشند كه براي آنg و f اگر :تعريف  ( ) 0

x a
f x

→
limو = ( ) 0

x a
g x

→
، در اين =

fشود كه تابع  صورت گفته مي
g

0 )نامعين(صورت مبهم  داراي a در 
0

  . است

صورت ( معروف است حالت كلي حد تابعي در يك نقطه را در قاعدة هوپيتالدر قضية زير كه به 

0نماييم وقتي كه داراي صورت مبهم  بررسي مي) وجود حد
0

 . است

 
 شامل نقطة Iروي بازة باز  g و f فرض كنيم توابع ) : قاعدة هوپيتال (١٩قضية

a  به استثناي احتمالاً نقطة ،aفرض كنيم كه به ازاي هر . پذير باشند ، مشتقx a≠ ،( ) 0g x′ ≠ . 

limفرض كنيم  ( ) 0
x a

f x
→

lim و = ( ) 0
x a

g x
→

)در اين صورت اگر . = )lim
( )x a

f x l
g x→

′
=

′
، آنگاه 

( )lim
( )x a

f x l
g x→

=. 

 .قضيه برقرار است هرگاه كلية حدود به حدود راست يا حدود چپ تبديل گردند
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 ٧٨

):گيريم  سه حالت متمايز را در نظر مي .اثبات )x a i+→ ،( )x a ii−→ ، 
( )x a iii→) .i (چون در فرض قضيه مشخص نشده است كهf , g در aاند،   تعريف شده

G,توابع جديد  Fگيريم   را به صورت زير در نظر مي: 
 ( ) ( )F x f x= هرگاه      

( ) ( )G x g x= هرگاه        
، I هر دو بر  g و fچون . قضيه باشد در فرض   I  بازة باز  راست   نقطة انتهاييbفرض كنيم 

)هر دو بر بازة  Gو Fگيريم كه  پذير هستند، نتيجه مي ، مشتق aبه استثناي احتمالاً  , ]a x كه در 
aآن  x b< )هردو بر Gو Fبنـابراين . پذيرند ، مشتق> , ]a x همچنين توابع .  هستند  پيوسته
F وG   هردو در نقطةa  از راست پيوسته هستند زيرا   

lim ( ) lim ( ) 0 ( ) , lim ( ) lim ( ) 0 ( )
x a x a x a x a

G x g x G a F x f x F a
+ + + +→ → → →

= = = = = = 
] بربازة بستة  Gو Fلذا  ],a xپس .  پيوسته هستندF وG  قضية (در هر سه شرط قضية كوشي
]بر بازة ) ١١ ],a xبنابراين . كنند صدق مي 

(2)                                 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

F x F a F z
G x G a G z

′−
=

′−
 

 
a  باشرط عددي است zكه در آن  z x<   داريم (2) و (1)از   . >

(3)                        ( ) ( )
( ) ( )

f x f z
g x g z

′
=

′
 

aچون  z x< xگيريم كه اگر  ، نتيجه مي> a z، آنگاه →+ a  ، بنابراين →+

(4)   ( ) ( ) ( )lim lim lim
( ) ( ) ( )x a x a z a

f x f z f z
g x g z g z+ + +→ → →

′ ′
= =

′ ′
 

)بنابراين .  استlبا  مساوي (4)اما بنا بر فرض، حد طرف راست تساوي  )lim
( )x a

f x l
g x+→

=. 

  
( )ii   مانند حالت( )iاست و به عنوان تمرين آن را ثابت كنيد . 

( )iiiده از  اثبات اين حالت با استفا( )i و( )iiپذير است  امكان.  
 

) اگر :تبصره  ) ( ) 0f a g a′ ′= )هاي   و مشتق= )f x′ و( )g x′ كه براي ١٩ در شرايط قضية 

( )f x و( )g x گفته شده صدق كنند، آنگاه با بكار بردن قاعدة هوپيتال براي كسر ( )
( )

f x
g x

′
′

 به 

)رابطة ) ( )lim lim
( ) ( )x a x a

f x f x
g x g x→ →

′ ′′
=

′ ′′
خلاصه آنكه، در صورت برقراري شرايط، قاعدة هوپيتال را . رسيم  مي

 .توان بكار برد تا هر كجا كه لازم باشد مي

( ) 0 ,
( ) 0 ,

F a x a
G a x a

= ≠
 = ≠

)  ١( 
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 ٧٩

 
 :از قاعدة هوپيتال محاسبه كنيد  حدود زير را با استفاده  :٢٨مثال 

( )i 
0

sin 5lim
3x

x
x→

    ( )ii 
0

ln(1 )lim
x

x
x→

+  

( )iii  
0

2lim
sin

x x

x

e e x
x x

−

→

− −
−

  ( )iv 
3

1

1 2 1lim
2x

x
x x→−

+ +
+ +

 

( )v 
0

lim
sin sin

x x

x

e e
x x

α β

α β→

−
−

           ( )vi 
2

1

1 lnlim xx

x x
e e→

− +
−

. 

 

 . حل
( )i               

0 0 0

sin 5 (sin 5 ) 5cos5 5lim lim lim
3 (3 ) 3 3x x x

x x x
x x→ → →

′
= = =

′
  

( )ii                                          
0 0

1
ln(1 ) 11lim lim 1

1 1x x

x x
x→ →

+ += = = 
 

( )iii                         0 0 0

2 2lim lim lim
sin 1 cos sin

x x x x x x

x x x

e e x e e e e
x x x x

− − −

→ → →

− − + − −
= =

− − 

                                                         .
0

2lim 2
cos 1

x x

x

e e
x

−

→

+
= = =  

0x دوم در و  اول هایدر اينجا، مجبور شديم سه بار از قاعدة هوپيتال استفاده كنيم، مشتق = 

0صورت مبهم 
0

 .دنده  مي  را بدست

( )iv                                              
23 3

1 1

2
3 (1 2 )1 2 1 4lim lim

1 92x x

xx
x x→− →−

++ +
= =

+ + 
     ( )v                      

0 0
lim lim 1

sin sin cos cos

x x x x

x x

e e e e
x x x x

α β α βα β α β
α β α α β β α β→ →

− − −
= = =

− − −
 

( )vi                           
2

1 1

121 ln 3lim limx xx x

xx x x
e e e e→ →

+− +
= =

−
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 ٨٠

) كند كه، در صورت برقراري شرايط، مقدار واقعي ما كمك ميه  قاعدة هوپيتال ب:نكته  )lim
( )x a

f x
g x→

 

)را با استفاده از )lim
( )x a

f x
g x→

′
′

 رفع ابهامواقعي صورت مبهم را اين عمل، يعني يافتن مقدار .  پيدا كنيم

  .نامند مي
xطور نامحدود افزايش يابد، يعني   بهxقاعده هوپيتال در حالتي كه يا  → به طور x يا ∞+

xنامحدود كاهش يابد، يعني  →  .دهيم ر قضية بعد اين مطلب را نشان ميد.  نيز برقرار است∞−

 
 ) : قاعدة هوپيتال (٢٠قضية 

x به ازاي هر  g و fفرض كنيم توابع  N>پذير باشند كه در آن   مشتقN عدد ثابت مثبتي 
x كه به ازاي هر است و فرض كنيم N> ،( ) 0g x′ lim فرض كنيم .≠ ( ) 0

x
f x

→+∞
 و =

lim ( ) 0
x

g x
→+∞

)در اين صورت اگر . = )lim
( )x

f x l
g x→+∞

′
=

′
)، آنگاه  )lim

( )x

f x l
g x→+∞

= . 

x«قضيه برقرار خواهد بود هرگاه  → x«بارت با ع» ∞+ →  . جايگذاري شود» ∞−

x قضيه را در حالتي كه .اثبات → xاثبات در حالت . كنيم  ثابت مي∞+ →  به روشي ∞−
 .مشابه است

xبه ازاي هر  N>1كنيم  ، فرض ميx
t

1t، در اين صورت =
x

توابعي  G و Fفرض كنيم  . =

0tباشند كه براي  )1 با ≠ ) ( )F t f
t

)1 و = ) ( )G t g
t

در اين صورت . اند  تعريف شده=

( ) ( )f x F t= و ( ) ( )g x G t= كه در آن ،x N> 10 و t
N

< مطابق آنچه كه در مورد حدود . >
 هاي  توان نشان داد كه عبارت دانيم بسادگي مي توابع مي

lim ( )
x

f x M
→+∞

 و   =
0

lim ( )
t

F t M
+→

= 
lim چون بنابرفرض، . به يك معني هستند ( ) 0

x
f x

→+∞
lim  و    = ( ) 0

x
g x

→+∞
توانيم نتيجه  مي =

بگيريم كه 
0

lim ( ) 0
t

F t
+→

 و =
0

lim ( ) 0
t

G t
+→

= . 

)با بررسي كسر  )
( )

F t
G t

′
′

  و استفاده از قاعدة زنجيري ، داريم 

 

   (1)                                               2

2

1 1 1( ) ( )( ) ( ) .1 1 1( ) ( )( ) ( )

f fF t f xt t t
G t g xg g

t t t

′ ′−′ ′
= = =

′ ′′ ′−
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 ٨١

)چون بنابر فرض  )lim
( )x

f x l
g x→+∞

′
=

′
 گيريم كه  ، از آنچه در بالا گفته شد نتيجه مي

  (2)                                                     .
0

( )lim
( )t

F t l
G t+→

′
=

′
 

xچون به ازاي هر  N> ، ( ) 0g x′ 10، پس به ازاي هر ≠ t
N

< <، 
  (3)                                                . ( ) 0G t′ ≠  

    شود كه   نتيجه مي١٩ و قضية  (3) ، (2) ، (1)از 
0

( )lim
( )t

F t l
G t+→

=. 

xكه به ازاي هر  اما به دليل آن N> 0 وt ≠ ،( ) ( )
( ) ( )

F t f x
G t g x

كنيم كه   مشاهده مي=
( )lim
( )x

f x l
g x→+∞

 .  و بدين ترتيب قضيه ثابت شده است=

 

ما .  جايگذاري شود نيز برقرار هستند∞− يا ∞+با  l در حالتي كه ٢٠ و ١٩ قضاياي  :تبصره
 .نماييم ها خودداري مي به جهت رعايت اختصار از اثبات آن

 
 : ه نماييد  حدود زير را با استفاده از قاعدة هوپيتال محاسب :٢٩مثال 

( )i  
1sin

lim 1( )
x

x
arc tg

x
→+∞

  ( )ii 
1ln( )

lim 1ln( )
x

x
x

x
x

→∞

+

−
 .  

) .حل )i 1 داريمlim sin( ) 0
x x→+∞

1lim و = ( ) 0
x

arc tg
x→+∞

لذا بنابر قاعدة هوپيتال بدست . =
  آوريم  مي

2

2

2 2

2

1 1 1 1sin ( ) cos cos
lim lim lim .1 1 1( ) ( ) 1 11

x x x
x x x x

xarc tg
x x x

x

→+∞ →+∞ →+∞

−
= =

−
++

 

1limچون  cos 1
x x→+∞

 و =
2

2lim 1
1x

x
x→+∞

=
+

2گيريم كه   نتيجه مي

2

1cos
lim 1

1
x

x
x

x
→+∞

=

+

 بنابراين . 

.
1sin

lim 11( )
x

x
arc tg

x
→+∞

=  
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 ٨٢

( )ii 1 چون 1lim ln( ) lim ln( ) 0
x x

x x
x x→∞ →∞

+ −
=   بنابراين با استفاده از قاعدة هوپيتال =

1 1ln( ) (ln( )) (ln( 1) ln )lim lim lim1 1 (ln( 1) ln )ln( ) (ln( )

11 1
( 1)( 1)1lim lim lim 1.1 1 1 1

1 ( 1)

x x x

x x x

x x
x xx x

x x x x
x x

x x
xx xx x

x x x
x x x x

→∞ →∞ →∞

→∞ →∞ →∞

+ + ′ ′+ −
= =

− − ′− −′

− −
− − −++= = = = −

− + +−
− −

 

f گوييم كسر :تعريف 
g

∞ صورت مبهم داراي 
∞

, است در صورتي كه  lim ( )
x a

f x
→

= ±∞ 

lim ( )
x a

g x
→

= ±∞. 

∞قاعدة هوپيتال براي صورت مبهم
∞

 .يدبه قضاياي زير توجه نماي. رود  نيز بكار مي

 
، a شامل نقطة I بر بازة باز gو f فرض كنيم توابع ) :قاعدة هوپيتال (٢١قضية 

x به ازاي هر پذير بوده و فرض كنيم ، مشتقaبه استثناي احتمالاً  a≠ در  I ،( ) 0g x′ فرض . ≠
 كنيم 

lim ( )
x a

f x
→

= lim  و ∞± ( )
x a

g x
→

= ±∞ 

)در اين صورت اگر  )lim
( )x a

f x l
g x→

′
=

′
)، آنگاه  )lim

( )x a

f x l
g x→

=. 

 
xبه ازاي هر  gو f فرض كنيم توابع :) قاعدة هوپيتال (٢٢قضية  N> 

x عدد مثبت ثابتي است و فرض كنيم كه به ازاي هر Nپذير باشند، كه در آن  مشتق N> ،
( ) 0g x′ lim فرض كنيم .≠ ( ) , lim ( )

x x
g x f x

→+∞ →+∞
= ±∞ = اگر ، در اين صورت ∞±

( )lim
( )x

f x l
g x→+∞

′
=

′
)، آنگاه  )lim

( )x

f x l
g x→+∞

= . 

x« برقرار خواهد بود هرگاه ه قضي → x«با عبارت » ∞+ →  .جايگذاري شود» ∞−
 

 و به طريقي ∞− يا ∞+ قرار دهيم lجاي  برقرار هستند هرگاه ب٢٢ و ٢١ قضاياي :تبصره 
 .شوند مشابه ثابت مي
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 ٨٣

 
 : حدود زير را با استفاده از دستور هوپيتال محاسبه نماييد  :٣٠مثال 

( )i
0

lnlim 1x

x

x
+→

    ( )ii  ln(2 )lim
3

x

x

e
x→+∞

+  

( )iii
2

2

2

seclim
sec 3x

x
xπ −

→

   ( )iv  lim
n

xx

x
e→+∞

 . عددي صحيح و مثبت استn كه در آن 

( )v 
2

lim
3x

tg x
tg xπ

→
   ( )vi 

0

lnlim
cotx

x
g x→

. 

) .حل )i چون
0

lim ln
x

x
+→

=  و ∞−
0

1lim
x x+→

=  آوريم ، قاعدة هوپيتال را بكار برده و بدست مي∞+

.
0 0 0

2

1
lnlim lim lim ( ) 01 1x x x

x x x

x x
+ + +→ → →

= = − =
−

 

( )ii چون lim (2 )x

x
e

→+∞
+ = lim و ∞+ 3

x
x

→+∞
=  ، با استفاده از قاعدة هوپيتال داريم ∞+

.
1 .ln(2 ) 2lim lim lim

3 3 6 3

x
x xx

xx x x

ee ee
x e→+∞ →+∞ →+∞

+ += =
+

 
limاكنون به دليل آن كه   x

x
e

→+∞
= lim و ∞+ (6 3 )x

x
e

→+∞
+ = ، مجدداً قاعدة هوپيتال را بكار برده ∞+

1        آوريم   مي و بدست 1lim lim lim
6 3 3 3 3

x x

x xx x x

e e
e e→+∞ →+∞ →+∞

= = =
+

ln(2 نابراين ب. ) 1lim
3 3

x

x

e
x→+∞

+
=. 

 
( )iii 2چون

2

lim sec
x

x
π −

→

= 2 و ∞+

2

lim sec 3
x

x
π −

→

=  ، با استفاده از قاعدة هوپيتال داريم∞+

2 2

2 2

2 2

sec 2seclim lim
sec 3 6sec 3 3x x

x x tg x
x x tg xπ π− −

→ →

= ⋅ 

2اما 

2

lim sec
x

x tg x
π −

→

= 2 و ∞+

2

lim 6sec 3
x

x tg x
π −

→

= كه كاربرد شود  بدين ترتيب ملاحظه مي. ∞+

توانيم بازنويسي كرده و  با وجود اين، كسر اوليه را مي. دوبارة قاعدة هوپيتال مفيد فايده نخواهد بود

بدست آوريم 
2 2

2 2

2 2

sec cos 3lim lim
sec 3 cosx x

x x
x xπ π− −

→ →

=. 

2اكنون، به دليل آن كه 

2

lim cos 3 0
x

x
π −

→

2 و =

2

lim cos 0
x

x
π −

→

توانيم از قاعدة هوپيتال استفاده  ، مي=

 .كنيم
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 ٨٤

2

2

2 2

cos 3 6cos3 sin 3lim lim
cos 2cos sinx x

x x x
x x xπ π− −

→ →

−
=

−
 

2 2

3(2cos3 sin 3 ) 3sin 6lim lim
(2cos sin ) sin 2x x

x x x
x x xπ π− −

→ →

= = 

چون 
2

lim 3sin 6 0
x

x
π −

→

 و =
2

lim sin 2 0
x

x
π −

→

 ، با كاربرد مجدد قاعدة هوپيتال داريم =

2 2

3sin 6 18cos6 18( 1)lim lim 9.
sin 2 2cos 2 2( 1)x x

x x
x xπ π− −

→ →

−
= = =

−
 

بنابراين 
2

2

2

seclim 9
sec 3x

x
xπ −

→

= . 

( )iv چون lim n

x
x

→+∞
= lim و ∞+ x

x
e

→+∞
= ، با استفاده از قاعدة هوپيتال داريم ∞+

1

lim lim
n n

x xx x

x nx
e e

−

→+∞ →+∞
1nاكنون اگر . = .1 آنگاه = lim lim 0x xx x

x
e e→+∞ →+∞

= = 
1nاما اگر  1lim ، آنگاه < n

x
nx −

→+∞
=  يم بر  و مجدداً قاعدة هوپيتال را بكار مي∞+

.
1 2( 1)lim lim

n n

x xx x

nx n n x
e e

− −

→+∞ →+∞

−
= 

2nاگر  2nاگر .  آنگاه حد بالا و لذا حد اوليه برابر با صفر خواهد شد=  روش فوق را ادامه داده و <
 آوريم در حالت كلّي بدست مي

1 2( 1)lim lim lim ...

( 1)...2 ( 1)...2.1lim lim 0

n n n

x x xx x x

x xx x

x nx n n x
e e e

n n x n n
e e

− −

→+∞ →+∞ →+∞

→+∞ →+∞

−
= = =

− −
= = = ⋅

  

 
 

( )v چون 
2

lim
x

tg x
π

→
=  و ∞

2

lim 3
x

tg x
π

→
=  توانيم از قاعدة هوپيتال استفاده كنيم   مي∞

22

2

2 2 2 22

2 2 2

2

1
( ) 1 cos 3coslim lim lim lim33 ( 3 ) 3 cos

cos 3
1 2 3cos3 sin 3 cos3 sin 3lim (lim )( lim )
3 2cos sin cos sin

3sin 3 ( 1) 1 ( 1)lim 3( ) 3
sin (1) 1 (1)

x x x x

x x x

x

tg x tg x xx
tg x tg x x

x
x x x x

x x x x

x
x

π π π π

π π π

π

→ → → →

→ → →

→

′
= = =

′

×
= =

− − −
= ⋅ = ⋅ = ⋅

 

 
( )vi ،با استفاده از قاعدة هوپيتال داريم 

PDF created with FinePrint pdfFactory Pro trial version http://www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
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 ٨٥

2

0 0 0 0

2

1
ln (ln ) sinlim lim lim lim .1cot (cot )

sin
x x x x

x x xx
g x gx x

x
→ → → →

′
= = = −

−′
 

0آخرين حد بالا صورت مبهم 
0

 با وجود اين ما نياز به كاربرد مجدد قاعدة هوپيتال نداريم، زيرا  است، 
2

0 0

sin sinlim lim sin 1 0 0
x x

x x x
x x→ →

= ⋅ = × = 

آوريم  و در نتيجه بدست مي
0

sinlim 0
cotx

x
g x→

=. 

 
ــم   ــره مه ــال    :تبص ــدة هوپيت ــا از قاع ــه م ــد ك ــه كني ) توج ) ( )lim lim

( ) ( )x a x a

f x f x
g x g x→ →

′
=

′
 و 

( ) ( )lim lim
( ) ( )x x

f x f x
g x g x→∞ →∞

′
=

′
متنـاهي يـا    ( استفاده كنيم كه حد طرف راست        توانيم   تنها در صورتي مي    

صورت ممكن است حد طرف چپ موجود باشد بدون آن كه             در غير اين  . وجود داشته باشد  ) نامتناهي

sinlimبراي توضيح، فرض كنيم هدف ما يـافتن         . حد طرف راست وجود داشته باشد     
x

x x
x→∞

.  باشـد +
 در حقيقت .  است1اين حد وجود داشته و مساوي با 

.sin sinlim lim(1 ) 1
x x

x x x
x x→∞ →∞

+
= + = 

)اما مشتق صـورت و مخـرج كسـر عبـارت اسـت از                sin ) 1 cos 1 cos
( ) 1

x x x x
x

′+ +
= = +

′
 و وقتـي    

x → 1 عبارت ∞ cos x+ ن است  در نوسا2و0 دائماً بين. 

 
 هاي مبهم ديگر  صورت

ها از  پردازيم و در صورتي كه بخواهيم براي رفع ابهام آن هاي مبهم ديگري مي اكنون به معرفي صورت

0هـاي مـبهم    ها را به يكي از صـورت      قاعدة هوپيتال استفاده كنيم بايستي به طريقي آن       
0

∞ يـا  
∞

 در 
 .آوريم 

0صورت مبهم   ) ١( lim فرض كنيم     :∞⋅ ( ) 0
x a

f x
→

lim و   = ( )
x a

g x
→

= ، هـدف مـا يـافتن       ∞
lim( ( ) ( ))
x a

f x g x
→

0، يعني، صورت مبهم   . است∞⋅
 :اگر عبارت بالا را به صورت زير بنويسيم 
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 ٨٦

( )lim( ( ) ( ) lim 1
( )

x a x a

f xf x g x

g x
→ →

= 

( )lim( ( ) ( ) lim 1
( )

x a x a

g xf x g x

f x
→ →

= 

xوقتيآنگاه  a→ 0  ما صورت مبهم
0

∞ يا 
∞

 .آوريم  را بدست مي
x«توان بيان نمود هرگاه بجاي  عين عبارات بالا را مي a→ « عبارت»x →  .جايگذاري شود» ∞

 
 : حدود زير را در صورت وجود، پيدا كنيد  :٣١مثال 

( )i 
0

lim sin
x

arc x cscx
+→

⋅       ( )ii 
0

( 0) lim lnn

x
n x x

+→
>     

 
( )iii lim x

x
e x−

→+∞
             ( )iv   2 2

0
lim ln(1 sin ) cot ln (1 )
x

x g x
→

 + × +  
( )v 

0
lim( 2)cotx x

x
e e g x−

→
+ −. 

) .حــل )i چــون 
0

lim sin 0
x

arc x
+→

 و =
0 0

1lim lim
sinx x

cscx
x+ +→ →

= = ــا ∞+  تــابع تعريــف شــده ب
sinarc x cscx⋅ 0 وقتيx 0 داراي صورت مبهم →+  اكنون داريم .  است∞⋅

0صورت مبهم(
0

(                 
0 0

sinlim sin lim
sinx x

arc xarc x cscx
x+ +→ →

⋅ =  

2

0

1
11lim 1

cos 1x

x
x+→

−= = = ⋅              
( )ii   چون 

0
lim 0n

x
x

+→
 و =

0
lim ln
x

x
+→

= 0 پس صورت مبهم     ∞− لذا با استفاده از قاعدة .  را داريم  ∞⋅
 هوپيتال 

0 0 0 0
1

1
lnlim ln lim lim lim 01

n
n

x x x x
n n

x xxx x n n
x x

+ + + +→ → → →

+

= = = − = ⋅
−

  

( )iii داريم lim
x

x
→+∞

= lim و ∞ 0x

x
e −

→+∞
0 و لذا صورت مبهم =  توان نوشت   مي. آيد  بدست مي∞⋅

∞صورت مبهم (
∞

 (       lim limx
xx x

xe x
e

−

→∞ →∞
= 

  شکليا به 
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 ٨٧

 اكنون با استفاده از قاعدة هوپيتال 

.
1

12lim lim lim 0
2x x xx x x

x x
e e xe→+∞ →+∞ →+∞

= = = 

0اگرحد را به صورت مبهم  
0

 زيرا . يم كاربه نتيجه نمي رسيدد در مي آور

0صورت مبهم (
0

 (  1
2

lim lim
x

x

x x

ee x
x

−
−

−→+∞ →+∞
= 

 : هوپيتال  با استفاده از قاعدةو  

1
2

3
2

lim lim 1

2

x x

x x

e e

x
x

− −

−→+∞ →+∞

−
=

−
 

0كه مجددا صورت مبهم  
0

 . را بدست مي دهد
( )iv   2 چون

0
lim ln(1 sin ) 0
x

x
→

+ 2 و   =

0
lim cot ln (1 )
x

g x
→

+ = لذا با  . يمار را د  ∞.0 صورت مبهم    ∞
 هوپيتال  از قاعدةاستفاده 

2
2 2

20 0

ln(1 sin )lim ln(1 sin ) cot ln (1 ) lim
ln (1 )x x

xx g x
tg x→ →

+ + + =  +

{ }
2

0 2 2

1 sin 2
1 sinlim 12 1 ln (1 ) ln(1 ).

1
x

x
x

tg x x
x

→

+=
 + + +  +

   

 و پس از ساده نمودن و تفكيك به دو حد، 

0 0

sin coslim lim 11ln(1 )
1

x x

x x
x

x
→ →

= = = ⋅
+

+

  

( )v چون 
0

lim( 2) 0x x

x
e e −

→
+ −  و =

0
lim cot
x

g x
→

=  . را داريم∞⋅0 حالت مبهم ∞
 توان نوشت لذا، با استفاده از قاعدة هوپيتال، مي

0صورت مبهم (
0

      (
0 0

2lim( 2)cot lim
x x

x x

x x

e ee e g x
tg x

−
−

→ →

+ −
+ − =  

20

1 1lim 0
1 1 0

x x

x

e e
tg x

−

→

− −
= = = ⋅

+ +
 

lim فـرض كنـيم      :∞−∞صورت مبهم   ) ٢( ( )
x a

f x
→

= lim و ∞ ( )
x a

g x
→

= ، هـر دو حـد      ∞
xشود كـه وقتـي    در اين صورت گفته مي.  شوند∞− يا هر دو حد     ∞+ a→  تـابع ( ) ( )f x g x−  

∞ صورت مبهم داراي   − 0هـاي مـبهم    در اين حالت هم ابتدا حد را به يكي از صورت  .  است ∞
0

 يـا  
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 ٨٨

∞
∞

مطلب بالا برقـرار اسـت هرگـاه بـه جـاي            . نماييم   درآورده و سپس از قاعدة هوپيتال استفاده مي        
»x a→ « عبارت»x →  .جايگذاري گردد» ∞

 
 : حدود زير را پيدا كنيد  :٣٢مثال 

( )i  2 20

1 1lim( )
secx x x x→

−             ( )ii     
1

1 1lim ( )
ln 1x x x+→

−
−

  

( )iii       3lim ( ln )
x

x x
→+∞

−  ( )iv  2
20

1lim( cot )
x

g x
x→

−.  

) .حل )i 20 چون

1lim
x x→

= 20 و ∞+

1lim
secx x x→

= +∞  
∞صورت مبهم  −    بدست می آوريمبا دوبارة نويسي عبارت.  را داريم∞

.2 2 20 0

1 1 sec 1lim( ) lim
sec secx x

x
x x x x x→ →

−
− = 

اما   
0

lim(sec 1) 0
x

x
→

− 2 و =

0
lim( sec ) 0
x

x x
→

 آوريم  ، لذا با استفاده از قاعدة هوپيتال بدست مي=

.2 2 20 0 0

sec 1 seclim lim lim
sec 2 sec sec 2x x x

x x tg x tgx
x x x x x x tgx x x tg x→ → →

−
= =

+ +
 

 ولی
0

lim 0
x

tg x
→

2 و   =

0
lim(2 ) 0
x

x x tg x
→

+  و لذا مجدداً قاعـدة هوپيتـال را بكـار بـرده و بدسـت                =
 آوريم  مي

2

2 2 20 0

sec 1lim lim
2 2 2 sec 2x x

tgx x
x x tg x xtg x x x→ →

= = ⋅
+ + +

 

2بنابراين  20

1 1 1lim( )
sec 2x x x x→

− =. 

( )ii چون
1

1lim
lnx x+→

=  و ∞+
1

1lim
1x x+→

= +∞
−

∞ پس صورت مبهم  −  . را داريم∞

توانيم بنويسيم     مي
1 1

1 1 1 lnlim ( ) lim
ln 1 ( 1) lnx x

x x
x x x x+ +→ →

 − −
− =  − − 

0 كه صورت مبهم     
0

 است و بنـابراين     

 توانيم از قاعدة هوپيتال استفاده كنيم   مي

.
1 1 1

111 ln 1lim lim lim1( 1) ln 1 lnln ( 1)x x x

x x xx
x x x x xx x

x
+ + +→ → →

−− − −
= =

− − ++ −
 

0چون کسر اخير هم به صو رت مبهم 
0

  است، مجددا قاعده هوپيتال را بکار برده و بدست می آوريم
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 ٨٩

1 1

1 1 1 1lim ( ) lim 1ln 1 21 ( ) lnx xx x x x
x

+ +→ →

 
 

− = = ⋅ −  + +
 

 

( )iii چونlim
x

x
→+∞

= 3lim و ∞+ ln
x

x
→+∞

= ∞ صورت مبهم ∞+ −  نويسيم  مي.  را داريم∞
3

3 lnlim ( ln ) lim (1 )
x x

xx x x
x→+∞ →+∞

− = − ⋅ 

ون چ
3lnlim

x

x
x→+∞

∞ داراي صورت مبهم 
∞

  است با استفاده از قاعدة هوپيتال داريم 
2

3 2
13lnln lnlim lim lim 3

1
1 12 ln ln 1lim 3 lim 6 6 lim 6 lim 0.

1 1

x x x

x x x x

xx xx
x x

x xx x
x x

→+∞ →+∞ →+∞

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

⋅
= =

⋅
= × = = = =

  

3lim  بنابراين داريم  ( ln )
x

x x
→+∞

− = +∞ .     . 

( )iv 20 چون

1lim
x x→

= 2 و ∞+

0
lim cot
x

g x
→

= ∞ حالت مبهم ∞+ −  توانيم بنويسيم  مي.  را داريم∞
2

2
2 2 20 0

1 1 coslim( cot ) lim( )
sinx x

xg x
x x x→ →

− = − 

0صورت مبهم (
0

 (
2 2 2

2 20

sin coslim
sinx

x x x
x x→

−
= 

  با استفاده از قاعدة هوپيتال داريملذا 
2 2 2 2 2

2 2 2 20 0

2 2 2 2

2 2 2 20 0

2 2

0

sin cos 2sin cos 2 cos 2 sin coslim lim .
sin 2 sin 2 sin cos
sin 2 2 cos sin 2 (1 )sin 2 2 coslim lim

2 sin sin 2 2 sin sin 2
2 sin 2 2(1 )cos 2 2coslim

x x

x x

x

x x x x x x x x x x
x x x x x x x

x x x x x x x x x
x x x x x x x x

x x x x x

→ →

→ →

→

− − +
=

+
− + + −

= =
+ +

+ + −
= 2 2

2 sin 2
2sin 2 sin 2 2 sin 2 2 cos 2

x x
x x x x x x x

+
+ + +

  

0 صورت مبهم (
0

(             
2 2

2 20

4 sin 2 2(1 )cos 2 2coslim
2sin 4 sin 2 2 cos 2x

x x x x x
x x x x x→

+ + −
=

+ +
 

0 صورت مبهم (
0

(     
2

20

(2 4 )sin 2 12 cos 2lim
(6 4 )sin 2 12 cos 2x

x x x x
x x x x→

− +
=

+ +
 

2

20

8 sin 2 2(2 4 )cos 2 12cos 2 24 sin 2lim
8 sin 2 2(6 4 )cos 2 12cos 2 24 sin 2

0 4 12 0 16 2
0 12 12 0 24 3

x

x x x x x x x
x x x x x x x→

− + − + −
=

− + − + −
+ + −

= = = ⋅
+ + −

 

2بنابراين 
20

1 2lim( cot )
3x

g x
x→

− =.  
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 ٩٠

lim فـرض كنـيم       :1∞صورت مـبهم    ) ٣( ( ) 1
x a

f x
→

lim و = ( )
x a

g x
→

= و هـدف يـافتن      ∞
( )lim( ( ))g x

x a
f x

→
)دهـيم   قرار مـي . گويند  مي∞1 صورت مبهم  باشد، كه به آن       )( ( ))g xy f x= و از 

 :گيريم  دو طرف معادله لگاريتم مي
( )ln ln( ( )) ( ) ln( ( ))g xy f x g x f x= = ⋅ 

 
xوقتي   a→        پـس از محاسـبة      . آوريم   را بدست مي   ∞⋅0 ، در طرف راست صورت مبهمlim ln

x a
y

→
، 

limبدست آوردن 
x a

y
→

 در حقيقت، با توجه به پيوستگي تابع لگاريتم، داريم .  آسان است
lim ln ln(lim )
x a x a

y y
→ →

= 

ln(limو اگر    )
x a

y b
→

lim آنگاه بديهي است كه      = b

x a
y e

→
bاگر، به ويژه،    . = = b يـا   ∞+ = ، آنگـاه  ∞−

lim يا 0به ترتيب خواهيم داشت، 
x a

y
→

= +∞. 
 

lim فـرض كنـيم       :00صورت مـبهم    ) ٤( ( ) 0
x a

f x
→

lim و   = ( ) 0
x a

g x
→

 و هـدف يـافتن      =
( )lim( ( ))g x

x a
f x

→
 . گويند  مي00 صورت مبهم  آن  باشد، كه به

 .، است∞1روش محاسبه مشابه حالت بالا، يعني صورت مبهم 

 
lim فـرض كنـيم      :∞0روش صورت مبهم    ) ٥( ( )

x a
f x

→
= lim و   ∞ ( ) 0

x a
g x

→
 و هـدف    =

)يافتن  )lim( ( ))g x

x a
f x

→
 . گويند  مي∞0 صورت مبهم باشد، كه به آن 

 . است∞1روش محاسبه مشابه حالت 
 

 : حدود زير را محاسبه نماييد  :٣٣مثال 

( )i  
0

lim x

x
x

+→
  ( )ii cot

0
lim ( 1) g x

x
x

+→
+  ( )iii ( )

2lim(2 )
xtg
a

x a

x
a

π

→
− 

( )iv sin

0

1lim ( ) x

x x+→
    ( )v 

0
lim( sin )tg x

x
arc x

→
. 

) .حل )i  دهـيم     قرار مي .  است 00رت مبهم    اين، صوxy x=       و از طـرفين ايـن تسـاوي لگـاريتم 
 :گيريم  مي

ln ln lnxy x x x= = 
 : آوريم  و بدست مي
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 ٩١

              
0 0 00

ln(lim ) lim (ln ) lim (ln ) lim ( ln );x

x x xx
y y x x x

+ + ++ → → →→
= = =  

                                        اما
0 0 0 0

2

1
lnlim ( ln ) lim lim lim ( ) 01 1x x x x

x xx x x

x x
+ + + +→ → → →

= = = − =
−

. 

           
    

در نتيجه 
0

ln(lim ) 0
x

y
+→

0 كه از آنجا =

0
lim 1
x

y e
+→

= ، يا =
0

lim 1x

x
x

+→
=. 

( )ii چون
0

lim ( 1) 1
x

x
+→

+  و =
0

lim cot
x

g x
+→

=  . را داريم∞1، صورت مبهم ∞+
)cotفرض كنيم  1) g xy x=  در اين صورت . +

ln( 1)ln cot ln( 1) xy g x x
tg x

+
= + = ⋅  

بنابراين 
0 0

ln( 1)lim ln lim
x x

xy
tg x+ +→ →

+
=. 

چون 
0

lim ln( 1) 0
x

x
+→

+  و =
0

lim 0
x

tg x
+→

 :توانيم از قاعدة هوپيتال استفاده كنيم   مي=

.20 0

1
ln( 1) 1lim lim 1

secx x

x x
tg x x+ +→ →

+ += = 

     
   

بنابراين خـواهيم داشـت      
0

lim ln 1
x

y
+→

  و لـذا      =
0

ln( lim ) 1
x

y
+→

1، يعنـي،    =

0
lim 1
x

y e
+→

= بنـابراين  . =
cot

0
lim ( 1) 1g x

x
x

+→
+ =. 

( )iii ــون lim(2چ ) 1
x a

x
a→

− lim و = ( )
2x a

xtg
a

π
→

= ــبهم  ∞ ــت م ــم∞1 حال ــي .  را داري ــرار م ــيم  ق ده
( )

2(2 )
xtg
axy

a

π

=  :گيريم   و از طرفين تساوي لگاريتم مي−

.( )
2ln ln(2 ) ( ) ln(2 )

2

xtg
ax x xy tg

a a a

π π
= − = − 

limپس  ln lim ( ) ln(2 )
2x a x a

x xy tg
a a

π
→ →

=  اكنون . آيد  بدست مي∞⋅0 و حالت مبهم −

ln(lim ) lim(ln ) lim ( ) ln(2 )
2x a x a x a

x xy y tg
a a

π
→ → →

= = − 
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 ٩٢

0صورت مبهم (
0

 (
ln(2 ) ln(2 ) lnlim lim

cot ( ) cot ( )
2 2

x a x a

x
a x aa

x xg g
a a

π π→ →

− − −
= = 

 .
2

1 1
22lim

(1 cot ( ))
2 2 2

x a
a x a

xg
a a a

π π π π→

− −
−= = =

−
− +

 

2ln(limبنابراين  )
x a

y
π→

 و لذا =
2( )

2lim(2 ) lim
xtg
a

x a x a

x y e
a

π
π

→ →
− = =. 

 

( )iv فرض كنيم .  را داريم∞0 صورت مبهمsin1( ) xy
x

1lnدر اين صورت .  = sin ln( )y x
x

  و  =

∞صورت مبهم (
∞

(                                    
0 0 0

1ln ( )1lim ln lim sin ln( ) lim 1
sin

x x x
xy x

x
x

+ + +→ → →
= = 

                              
2

0 0 0
2

1
ln sinlim lim lim1 cos cos

sin sin
x x x

x xx
x x x

x x
+ + +→ → →

−
−

= = =
−

 

0

sin sinlim 1 0 0.
cosx

x x
x x+→

= × = × =
 

sin 0

0 0

1lim ( ) lim 1x

x x
y e

x+ +→ →
= = =

 
( )v چــون 

0
lim( sin ) 0
x

arc x
→

و =
0

lim 0
x

tgx
→

قــرار مــي دهــيم . را داريــم00س صــورت مــبهم  پــ=
( sin )tg xy arc x= . پس 

ln ln( sin ).y tgx arc x=

 

∞صورت مبهم (اما 
∞

 (
0 0 0

ln ( sin )lim ln lim ln ( sin ) lim
x x x

arc xy tgx arc x
cotgx→ → →

= = 

22

20 0

2

1 1
sin sin1lim lim1 1 sin

sin
x x

arc x xx
x arc x

x
→ →

×
−−= =

− −
 

0 2

2 2

2sin coslim 11 sin
1 1

x

x x
xx arc x

x x
→

−
=

−
− × + ×

− −

 

 بنابر اين 
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 ٩٣

0

2

sin 2 0lim 0.
1 01 sin

1
x

x
xarc x

x
→

−
= = =

−− ×
−

 

بنابراين 
0 0

lim ln ln(lim ) 0
x x

y y
→ →

= 0 كه از آنجا =

0 0
.lim( sin ) lim 1tgx

x x
arc x y e

→ →
= = = 

 
 
 
 
 
 ديفرانسيل  ٦ . ٤
 

) با ضابطة fفرض كنيم تابع  )y f x= تعريف شده ودر نقطة xيعني شدبا مشتق پذير ، 

              (1)                     
0

( ) lim
x

yf x
x∆ →

∆′ =
∆

 
)موجود باشد، كه در آن       ) ( )y f x x f x∆ = + ∆ 0ε نتيجه مي شود كـه بـه ازاي هـر            (1)از  . − > 

0δمانند  عدد مي   وجود دارد به طوري كه <

0اگر  x δ< ∆ ) آنگاه > )y f x
x

ε∆ ′− <
∆

 

 كه معادل است با 

0اگر  x δ< ∆ ) آنگاه > )y f x x
x

ε
′∆ − ∆

<
∆

 

)معني عبارت بالا اين است كه        )y f x x′∆ − توجـه كنيـد كـه    ( كوچك است ∆xدر مقايسه با   ∆
( )y f x x xε′∆ − ∆ <  را هر قـدر كـه بخـواهيم كوچـك اختيـار         ε و ما مي توانيم عدد مثبت        ∆

) بقدركافي كوچك،    ∆xبه عبارت ديگر، براي      ).كنيم )f x x′ بـا  .  اسـت  ∆y تقريب خوبي براي     ∆
 گوييم ، مي» تقريباً مساوي با«، به معني ≈بكار بردن نماد 

) بقدر كافي كوچك باشد، آنگاه ∆xاگر  )y f x x′∆ ≈ ∆. 
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 ٩٤

)  با f اگر تابع :تعريف  )y f x= ديفرانسيلتعريف شده باشد، آنگاه y   كـه بـا ،dy df= 
  :گردد شود، به صورت زير تعريف مي نشان داده مي

(2)           ( )dy f x x′= ∆ 
f در حوزة تعريف xكه در آن   .باشد  ميx دلخواه از متغير ويم ن∆x است و ′

شود مفهوم ديفرانسيل به دو متغير بستگي دارد، يكـي متغيـر    به طوري كه از تعريف بالا ملاحظه مي   
x  تواند هر عددي در حوزة تعريف          كه ميf  كه مي تواند هر عـدد دلخـواهي      ∆x باشد، و ديگري     ′

24yبه عنوان توضيح اگر     . اختيار گردد  x x= )2، آنگـاه  − ) 4f x x x= ) و لـذا     − ) 8 1f x x′ = − .
8)بنابراين  1)dy x x= − 2xاگر، مثلاً، . ∆ 15dy آنگاه = x= ∆. 

)وقتي   )y f x=  ،   كند كه منظور از       تعريف بالا مشخص ميdy     ديفرانسيل متغير وابسته، چيسـت ، .
براي ايـن منظـور تـابع       .  ، را نيز تعريف نماييم     dx، يعني xخواهيم ديفرانسيل متغير مستقل       ما مي 

)همـــاني  )f x x=در ايـــن صـــورت . گيـــريم  را درنظـــر مـــي( ) 1f x′ yو = x= بنـــابراين ، 
1.dy x x= ∆ = yچون  . ∆ x=      براي اين تابع خاص ،dx     بايستي مساوي با dy اين دليلي  .  باشد

 .سازد است كه ما را به تعريف زير رهنمون مي

 
) با   f اگر تابع    :تعريف   )y f x=     متغيرمستقل  تعريف شده باشد، آنگاه ديفرانسيل  x    كـه بـا ،

dxگردد  مي شود، بصورت زير تعريف   نشان داده مي : 
                                                       dx x= ∆ 

f عددي در حوزة تعريف x و  بوده،xوي دلخواه از م ن∆xكه در آن   . مي باشد′
 آوريم  بدست مي بالا های تساویاز 

                                       (3)    . ( )dy f x dx′= 
 : داريم  dxبا تقسيم طرفين تساوي بالابر 

(4)    ( )dy f x
dx

0dxهرگاه  (=′ ≠. ( 
)بنابراين مشتق  )f x′توان به عنوان خارج قسمت ديفرانسيل تابع به ديفرانسيل متغير مستقل   را مي

) بقدر كافي كوچك باشد      ∆xگفتيم كه وقتي    . درنظر گرفت  )y f x x′∆ ≈ بنابراين، با توجه بـه    . ∆
 آنچه در بالا ديديم

                                   (5)                            y dy∆ ≈ 
 يا، در شكل باز شدة آن 

(6)      ( ) ( ) ( )f x x f x f x dx′+ ∆ − ≈ 
).       (7)                                يا ) ( ) ( )f x x f x f x dx′+ ∆ ≈ + 

 .كنند از فرمول هاي بالا در محاسبات تقريبي استفاده مي
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 ٩٥

 

)  :٣٤مثال   )i     24فـرض كنـيم 3 1y x x= − y و   y∆  ،dy  وبسـت محاسـبة   مطل. + dy∆ − 
)براي  )a هر x  و هرx∆،          ( )b2x ∆0.1x و = ) ؛             = )c 2x ∆0.01xو = = 

 ( )d 2x = ،0.001x∆ =. 
( )ii 2 فرض کنيمy x= . مطلوب است محاسبهy∆ وdy برای ( )a هر x و هر x∆، 
( )b 20x ∆0.1xو = =. 

)2چون ) i( .حل ) 4 3 1f x y x x= = −   داريم ،+
2 2( ) ( ) (4( ) 3( ) 1) (4 3 1).y f x x f x x x x x x x∆ = + ∆ − = + ∆ − + ∆ + − − + 

8)2  آوريم  كه پس از ساده كردن بدست مي 3) 4( )y x x x∆ = − ∆ + ∆. 
)همچنين  )dy f x dx′= . 8)بنابراين 3) (8 3)dy x x x x= − ∆ = − )24  و ∆ )y dy x∆ − = ∆ 

)و اين حل قسمت      )a   هـاي     براي نتايج قسـمت   . كند   را كامل مي( )b  ،( )c   و ( )d       بـه جـدول زيـر 
 : مراجعه نماييد 

 
 

y dy∆ − dy y∆ x∆ x 
0.04 1.3 1.34 0.1 2 

0.0004 0.13 0.1304 0.01 2 
0.000004 0.013 0.013004 0.001 2 

 
( )ii 2است كه  بديهي 2 2( ) 2 ( )y x x x x x x∆ = + ∆ − = ∆ + )2  و∆ ) 2dy x x x x′= ∆ = ∆ 

)اين حل  )a ا براياست و ام ( )b 20 وقتيx ∆0.1x و =   داريم =
22(20)(0.1) (0.1) 4.01y∆ = + = 

2(20)(0.1) 4.00dy = = 
0.01yشود كه  ده ميو دي dy∆ −  را جايگذاري كنيم مقدار خطا dy مقدار ∆y، يعني اگر بجاي =

كه در حقيقت مقدار خطا مساحت مربـع سـمت راسـت            . ( توجه نماييد   زير به شكل . خواهدبود0.01
 ).دربالا است

 
 
 
 

 و
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 ٩٦

 
 
 

 ٣٦ . ٤شکل
 

sin مقدار تقريبي  :٣٥مثال  46را بدست آوريد  . 

sinyاگر   .حل x= آنگاه ،  
sin( ) sin
(sin ) cos

y x x x
dy x x x x
∆ = + ∆ −

′= ∆ = ∆
 

yو بنابراين، تقريبِ  dy∆   شكل≈
sin( ) sin cosx x x x x+ ∆ ≈ + ∆ 

45با انتخاب . گيرد را بخود مي
4

x π
= = 1 و

180
x π

∆ = = داريم ، 

sin 46 sin( ) sin cos
4 180 4 180 4
π π π π π

= + ≈ + 

.1 1sin 46 0.7071 (0.7071)(0.01745) 0.71940
1802 2
π

≈ + ≈ + ≈ 

sinكنيم كه تا چهار رقم اعشار   مثلثاتي مراجعه شود مشاهده مياول اگر به جد 46 0.7193=. 

 
0x اگر در مثال بالا قرار دهيم :نكته  x  و= α∆  : آوريم   تقريب زير را بدست مي=

sin .α α≈ 
) اگر  :٣٦مثال  )f x tg x=(7)، آنگاه بنابر ،( ) ( ) ( ) )f x x f x f x x′+ ∆ ≈ +  داريم . ∆

.2
1( )

cos
tg x x tgx x

x
+ ∆ ≈ + ∆ 

0x  قرار دهيم    اگر xو   = α∆ tgαآوريم،     بدست مي  = α≈    و توجه كنيد كه α   مقـدار كـوچكي 

در غير اين صورت، به عنوان مثال، اگر (اختيار شده است 
2
πα

−

tgα آنگاه → → +∞.( 

 
) اگر  :٣٧مثال  )f x x= 1 و( )g x

x
 (7) آنگاه بنابر =

1
2

x x x x
x

+ ∆ ≈ + 2 و ∆

1 1 x
x x x x

∆
≈ −

+ ∆
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 ٩٧

1xوبا قرار دادن  xو  = α∆   آوريم   به ترتيب بدست مي=
11 1
2

α α+ ≈ 1 و + 1
1

α
α

≈ −
+

 
 

 تعبير هندسي ديفرانسيل 
) مشتق پذير بـوده و نمـودار آن       0x در نقطة    fفرض كنيم تابع     )y f x=   را رسـم كـرده باشـيم  .

0 نقطـه    Pفرض كنـيم     0( , ( ))x f x   و Q  0   نقطـة 0( , ( ) )x x f x y+ ∆ +  بـر   Tممـاس .  باشـند  ∆
)منحني  )y f x= در نقطة Pكنيم   رسم كرده و فرض ميراα شيب خط T 90( باشدα زيرا  ≠

0( )tg f xα )مماس بر منحني     (Tمعادلة خط   ).  موجود است  =′ )y f x=   در نقطةP (  به صورت
)0x x− (0 0( ) ( )y f x f x′=  موازي  P، خط گذرنده از     T را كه از خط      PABمثلث  . باشد   مي +

در . گيـريم    ها تشكيل شده است، درنظر مـي       Y موازي با محور     Qها و خط گذرنده از       Xبا محور   
ــورت   ــن ص ABاي PA tg α= ــابراين )0و بن )AB f x x′= ــه  ∆ ــل آن ك ــه دلي PA ب x=  و ∆

0( )tg f xα ′=. 
)0اما بنا بر تعريف  )dy f x x′= dy، و لذا ∆ AB=. 

y به صورت ∆yو م، بديهي است كه ناز طرف ديگر AQ∆  .باشد  مي=
) به نمودار    Tو عرض مماس    م ن dyبه عبارت ديگر،     )f x     است،در حالي كه y∆ دار و عرض نمو  م ن

)خودِ   )f x داريم  ) الف(در زير، شكل    . باشد   ميdy y< البته ممكن است منحني چنان باشد كه       . ∆
dy y>  .نشان داده شده است) ب(، و اين مطلب در زير، شكل ∆
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 ٩٨

 ٣٧ . ٤شکل 
 

 ديفرانسيل هاي مراتب بالاتر 
 
) با ضابطةfرض كنيم تابعي مانند ف )y f x= تعريف شده باشد، كه در آن xمتغير مستقل است  .

)ديفرانسيل اين تابع،     )dy f x dx′=       به هر حال تابعي از x   ط اولـين عامـل،       است، اما فق ـ( )f x′ ،
 dy چـون  . اسـت xوي از متغيـر مسـتقل       م ـ، ن dx داشته باشد، عامل دوم،      xتواند بستگي به      مي

 . است، ما اين حق را داريم كه از ديفرانسيل اين تابع صحبت كنيمxتابعي از 
 آن تابع ناميـده و بـا        ديفرانسيل مرتبة دوم   يا   ديفرانسيل دوم ديفرانسيل ديفرانسيل يك تابع را      

2dنماد  yدهيم   نشان مي :                
.2 ( )d y d dy= 

  يک تابع داريم  کلی ديفرانسيلبنابر تعريف. يل دوم را پيدا می کنيمحال مقدار ديفرانس
2 ( ) ( ( ) ) ( ( ) )d y d dy d f x dx f x dx dx′ ′ ′= = = 

2 يا                                               ( ( ) ( )( ) )d y f x dx f x dx dx′′ ′ ′= +  
  صفر بوده و بنابراين x است مشتق آن نسبت به x مستقل از dxچون 

2 2( )( )d y f x dx′′= 
)2معمولاً رسم است كه بجاي       )dx    2 از علامتdx  كنند كه در حقيقت به معنـاي مربـع     استفاده مي

2پس  .  است dxعبارت   2( )d y f x dx′′=.    آوريـم      از اينجا بدست مي
2

2( ) d yf x
dx

′′ البتـه قـبلاً     . (=

)ديديم كه    )dy f x
dx

dy و   =′
dx

رود، حـال      بكـار مـي    f نماد ديگري است كه براي مشتق اول تـابع           

)، يعني، fمشتق دوم تابع  )d dy
dx dx

 را، همانطوركه در بالا مشاهده شد با 
2

2

d y
dx

 ).دهيم  نشان مي

 
 :  ديفرانسيل ديفرانسيل دوم آن است، يك تابعديفرانسيل مرتبه سوم يا ديفرانسيل سوم

3 2 2 3

3

( ) ( ( ) ) ( )( )
( )

d y d d y f x dx dx f x dx
f x dx
′′ ′′′= = =

′′′=
 

)3كه البته بجاي  )dx 3 از نمادdxايم  استفاده نموده. 
)، ديفرانسيل مرتبة اولِ ديفرانسيل مرتبة  امnديفرانسيل مرتبة به طور كلي  1)n  :ام است −

يا        
1 ( 1) 1

( )

( ) ( ( ) )
( )

n n n n

n n n

d y d d y f x dx dx
d y f x dx

− − − ′= =

= ⋅
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 ٩٩

تقات مراتب مختلف را به عنوان خارج توانيم مش هاي مراتب مختلف مي اكنون با استفاده از ديفرانسيل
 :هاي با مراتب متناسب نمايش دهيم  قسمت ديفرانسيل

2
( )

2( ) , ( ) , ..., ( )
n

n
n

dy d y d yf x f x f x
dx dx dx

′ ′′= = = ⋅ 

.  عـددي ثابـت باشـد      c بوده و    xپذير در نقطة       توابعي مشتق  gو  f فرض كنيم    :نكتة مهم   
هـا را بـراي       چون مفاهيم ديفرانسيل و مشتق ارتباطي نزديك با هم دارند نتايج زيـر، كـه مشـابه آن                 

 :ايم، قابل بيان و اثبات هستند  مشتق بيان و ثابت نموده
)١ (( ) 0d c   عددي ثابت استc، كه در آن =
)٢( 1( )n nd x nx dx−=  
)٣ (( )d f g df dg+ = +  
)٤ (( )d cf cdf=  
)٥ (( )d fg gdf fdg= +  

)٦ (2( ( ) 0) ( )f gdf fdgg x d
g g

−
≠ = 

)٧ (1( )n nd f nf df−= . 
) داريم      )١. (اثبات ) . 0. 0d c c dx dx′= = =. 

)٢( 1( ) ( )n n nd x x dx nx dx−′= =. 
)٣(  ( ) ( ) ( )d f g f g dx f g dx f dx g dx df dg′ ′ ′ ′ ′+ = + = + = + = +. 
)٤ (  ( ) ( ) ( ) ( )d cf cf dx cf dx c f dx cdf′ ′ ′= = = =. 
)٥(       ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d fg fg dx f g fg dx g f dx f g dx gdf fdg′ ′ ′ ′ ′= = + = + = +  . 

)٦ ( 2 2

( ) ( )( ) ( )f f f g g f g f dx f g dxd dx dx
g g g g

′ ′ ′ ′− −′= = = 

. 2

gdf fdg
g
−

= 

    
)٧ ( 1 1 1. ( ) ( ) ( ) ( )n n n n nd f f dx nf f dx nf f dx nf df− − −′ ′ ′= = × = =                         
dfتوجه كنيد كه (   f dx′= (                                                                

  

) فرض كنيم در تابع :تبصره  )y F u= متغير uدر اين صورت .  مستقل باشد( )dy F u du′= . 
) به صورت    x تابعي از متغير     uحال اگر    )u xϕ=    باشد، آنگاه ( ( ) ( )y F x g xϕ= ، به عبـارت    =

xدانيم كه     اما مي . ديگر با مفهوم تابع مركب سروكار داريم       u xy y u′ ′ ′=  را به عنوان تابعي     y و اگر    ×
ــر بxاز  ــريم،  در نظـ udyگيـ y du′= و لـــذا ( )u ydy y u dx′ ′= ــا× ) يـ )u xdy y u du′  امـــا .=′
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 ١٠٠

( )xdu u dx x dxϕ′ ′= ــس = xdy، پ y dx′= ــا ) ي )dy F u du′= .   ــه ــد نتيج ــه ش ــه گفت از آنچ
)گيريم كه براي ديفرانسيل مرتبه اول تابع          مي )y F u=  كند كه متغير      تفاوتي نميu  مستقل بـوده 

البته بايستي توجه داشت كه اين مطلـب تنهـا          .  باشد xيا اين كه خود تابعي از متغيري ديگر مانند          
 بـالاتر يـك تـابع       هـاي مراتـب     براي ديفرانسيل مرتبه اول يك تابع صحيح است و بـراي ديفرانسـيل            

 . متفاوت خواهدبودبکلیوضعيت و نتيجة كار 

 
 كيلـومتر بگيـريم، چنانچـه       6200اگر زمين را كرة كامل فرض كنيم و شعاع آن را             : ٣٨مثال  

تقريبي سطح كرة زمين     كيلومتر به شعاع كرة زمين افزوده شود با استفاده از ديفرانسيل افزايش              10
 .را محاسبه كنيد

24S باشد سطح كره از رابطة Rدانيم كه اگر كره اي به شعاع         مي .حل   Rπ=  آيـد   بدسـت مـي .
)2پس فرض كنيم     ) 4S f R Rπ= )و لذا   = ) 8S f R Rπ′ = 6200Rدهيم    اكنون قرار مي  . =  و  =

10R∆ s و از تقريب = ds∆  : كنيم  استفاده مي≈
.( ) 8ds f R R R Rπ′= ∆ = ∆ 

8لذا  6200 10 496000ds π π= × ×  بنابراين .  =
496000s  ) كيلومترمربع( ds π∆ ≈  .و اين افزايش تقريبي سطح كرة زمين است  =

 
)  :٣٩مثال  )i درستي تساوي هاي زير را به كمك ديفرانسيل ثابت كنيد : 

2) الف( 2 2

2
1 (1 )

x dxd arctgx
x x

 + = + + 
 

) ب(
2

2 2

1 2
2 1 (2 1) 1
x xd dx
x x x

 + −
=  + + + 

 

( )ii اگرsin cos
sin cos

x xy arctg
x x

+
=

−
 .بنويسيد را تعيين كرده و به ساده ترين صورت dy، آنگاه 

( )iii ديفرانسيل، توابع زير را پيدا كنيد : 

)3) الف( ) ( cos )y f x arc x= 1) ب( = sinln
1 sin

xy
x

+
=

−
. 

) :حل  )i داريم ) الف( قسمت 

2 2( ) ( ) ( )
1 1

x xd arctgx d d arctgx
x x

+ = +
+ +
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 ١٠١

2 2

2 2 2 2
(1 ) 2 1( ) ( )

1 (1 ) 1
x x xdx arctgx dx dx dx
x x x

+ −′ ′= + = +
+ + +

 

.
2 2 2

2 2 2 2

1 2 1 2
(1 ) (1 )

x x x dxdx
x x

+ − + +
= =

+ +
 

 ، داريم )ب(قسمت 
2 2

2
2

2 2

2 2

2 2

1 1( ) ( )
2 1 2 1

(2 1) 2( 1)(2 1) 2 1
1 1

(2 1) (2 1)
2 .

(2 1) 1

x xd dx
x x
x x x xx x

x xdx dx
x x

x dx
x x

+ + ′=
+ +

+ − ++ − +
+ += =

+ +
−

=
+ +

 

 

( )ii ــم sin داري cos 1 1
sin cos 1 1

x x tgx tgx
x x tgx tgx

+ + +
= = −

− − −
ــي .  ــاتي م ــع مثلث ــا از بحــث تواب ــه  ام ــيم ك دان

( )
1 .
tgu tgttg u t

tgu tgt
+

+ =
−

1، بنابراين  ( )
1 4

tgx tg x
tgx

π+
− = − +

−
 ودر نتيجه   

( ( ) ( ( ))
4 4

( ) , .
4

y arctg tg x arctg tg x

x k k Z

π π

π π

= − + = − +

= − + + ∈
  

.( 1)dy y dx dx dx′= = − = −. 

( )iii 2                             داريم). الف(قسمت

2

( )3( cos )
1 ( )

xdy y dx arc x dx
x

′−′= = ×
−

 

2
2

1
3( cos )23( cos ) .

1 2 1
arc xxarc x dx dx

x x x

−
−

= × =
− × −

 

  داريم .)ب(قسمت 

2

2

1 sin 1 1 sin 1ln ln( ) (ln(1 sin ) ln(1 sin ))
1 sin 2 1 sin 2

1 cos cos 1 cos (1 sin ) cos (1 sin )( ) ( )
2 1 sin 1 sin 2 (1 sin )

1 2cos 1 .
2 cos cos cos

x xy x x
x x

x x x x x xy
x x x

x dxdy y dx
x x x

+ +
= = = + − −

− −
− − + +′ = − =

+ − −

′= = ⇒ = =

 

 
 

 

 پس

 لذا
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 ١٠٢

 
 
 

 فرمول تيلور  ٧ . ٤
 

) ضابطة   بافرض كنيم تابع     )y f x= اي مشتقات متوالي تا مرتبـة      دار( 1)n   ام در يـك بـازة بـاز          +
xشامل نقطة    a= اي مانند     خواهيم يك چند جمله     مي.  باشد( )ny P x=  حداكثر     با درجة n  پيدا 

xكنيم كه مقدار آن در       a=      مساوي با مقدار تابع ( )f x             در ايـن نقطـه بـوده، و مقـادير مشـتقات
xام در nمتوالي آن تا مرتبة a= مساوي با مقادير مشتقات متناظر تابع ( )f x  در اين نقطه باشد : 

( ) ( )( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ),.., ( ) ( ) (1)n n
n n n nP a f a P a f a P a f a P a f a′ ′ ′′ ′′= = = = 

 
به تابع » نزديك«طبيعي است كه انتظار داشته باشيم، به معناي مشخصي، يك چنين چند جمله اي 

( )f xباشد . 
)باشيم كه نسبت به قواي      شکلی  فرض كنيم در جستجوي اين چند جمله اي به           )x a−    با ضـرايب 

 :شده استنامعين مرتب 
(2)  2 3

0 1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ... ( )n
n nP x C C x a C x a C x a C x a= + − + − + − + + − 

                                                   
1ما ضرايب نامعين  0,..., ,nC C Cبرقرار باشد(1)كنيم كه شرايط   را چنان تعيين مي  . 

)ابتدا مشتقات  )nP xآوريم  را بدست مي: 

  (3)    

2 1
1 2 3

2
2 3

( )

( ) 2 ( ) 3 ( ) ... ( )

( ) 2.1 3.2 ( ) ... ( 1) ( )
..........................................................................................

( ) ( 1)....2.1

n
n n

n
n

n
n

P x C C x a C x a nC x a
P x C C x a n n C x a

P x n n C

−

−

′ = + − + − + + −

′′ = + − + − −

= − n









 

)،  (1)، با اسـتفاده از       x را بجاي    a، مقدار   (3)و  (2) و راست    پبا قرار دادن، در طرفهاي چ      )nP a 
)مساوي با  ) ( ), ( )nP a f a f a′  آوريم  ، بدست ميرا  و الي آخر=′

 
0

1

2

3

( )

( )
( )
( ) 2.1
( ) 3.2.1

..........
( ) ( 1)( 2)....2.1n

n

f a C
f a C
f a C
f a C

f a n n n C

=
′ =
′′ =
′′′ =

= − −
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 ١٠٣

 
 
 

 گيريم  كه از آن نتيجه مي

(4)       
0 1 2

( )
3

1( ) , ( ) , ( )
1.2

1 1( ),..., ( )
1.2.3 1.2....

n
n

C f a C f a C f a

C f a C f a
n

′ ′′= = = 

′′′= =


 

2با جايگذاري مقادير  1 0,..., , ,nC C C C آوريم  اي موردنظر را بدست مي  چند جمله(2) در : 

(5)  
2 3

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( )
1 1.2 1.2.3 1.2....

n
n

n
x a x a x a x aP x f a f a f a f a f a

n
− − − −′ ′′ ′′′= + + + + + 

)اگر تفاضل بين مقادير تابع مفروض        )f x   اي ساخته شدة      و چند جمله( )nP x     را بـا نمـاد ( )nR x 
 : نشان دهيم داريم 

( ) ( ) ( )n nR x f x P x= )كه از آنجا − ) ( ) ( )n nf x P x R x=  يا در شكل باز شدة آن، ،+
2

( )

( )( ) ( ) ( ) ( )
1! 2!

( )... ( ) ( ). (6)
!

n
n

n

x a x af x f a f a f a

x a f a R x
n

− −′ ′′= + +

−
+ + +

 

( )nR x   از   یمقاديربه ازای   . شود   باقيمانده ناميده مي x    باقيماندة   ، كه براي آن ها ( )nR x   كوچـك 
)اي    ، چند جمله  باشد )nP x      نمايشي تقريبي از تابع ( )f x  مـا را  (6)بنابراين رابطة . دهد   بدست مي  

)سازد كه تابع  قادر مي )y f x=اي   جمله را بوسيلة چند( )ny P x=  با درجة مناسبي از دقت كه ،
)مساوي با مقدار باقيمانده  )nR xاست، جايگذاري نمائيم . 

)مسأله بعدي ما محاسبه كميت       )nR x      به ازاي مقادير مختلف x بـه   فرض كنيم باقيمانده را   . است 
 شكل 

(7)             
1( )( ) ( )

( 1)!

n

n
x aR x Q x

n

+−
=

+
 

) نوشته باشيم كه در آن     )Q x           را دوباره   (6) تابع مشخصي است كه بايستي تعريف گردد، و بنابراين 
 : نويسيم  مي

                      
2( )( ) ( ) ( ) ( )

1 2!
x a x af x f a f a f a− −′ ′′= + + 

(6 )′            
1

( )( ) ( )... ( ) ( )
! ( 1)

n n
nx a x af a Q x

n n

+− −
+ + +

+
 

)، تابع aو xبراي مقادير ثابت  )Q x داراي مقدار معيني است كه با Qدهيم  نمايش مي. 
 : گيريم  درنظر مي)  استaو  x بين tكه ( را tعلاوه تابع كمكي زير از متغير به 
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 ١٠٤

2 1
( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( )

1 2! ! ( 1)!

n n
nx t x t x t x tF t f x f t f t f t f t Q

n n

+− − − −′ ′′= − − − − − −
+

 

6) است كه با رابطة   داراي مقدار معينيQكه در آن   را به x و a تعريف شده است، در اينجا ما ′(
)مشتق . عنوان اعداد معيني درنظر مي گيريم )F t′ را پيدا مي كنيم  : 

2 1 1
( ) ( )

( 1)

2( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2!

( ) ( ) ( )( ) ... ( ) ( )
2! ( 1)! !

( ) ( 1)( )( )
! ( 1)!

n n
n n

n n
n

x t x tF t f t f t f t f t

x t x t n x tf t f t f t
n n

x t n x tf t Q
n n

− −

+

− −′ ′ ′ ′′ ′′= − + − +

− − −′′′− + − +
−

− + −
− +

+

 

  يا، پس از حذف،

(8)        ( 1)( ) ( )( ) ( )
! !

n n
nx t x tF t f t Q

n n
+− −′ = − + 

)بنابراين تابع    )F t براي تمامي نقاطt لنزديك به نقطة به طو a )a t x≤ a وقتـي كـه  ≥ x<   و
a t x≥ a) وقتي كه ≤ x> داراي مشتق است. 

6)علاوه برآن، با استفاده از     )كنـيم كـه      ، توجه مي   ′( ) 0F a ) و = ) 0F x )بنـابراين، تـابع   . = )F t در
t قضية رول صدق مي كند و در نتيجه، مقداري مانند   شرايط ξ= بين a  وx  وجود دارد به طوري

)كه  ) 0F ξ′  آوريم  ، بدست مي(8)كه از آنجا، با استفاده از. =
( 1)( ) ( )( ) 0

! !

nQ n
nx xf

n n
ξ ξξ+− −

− + = 
)و بنابراين  1) ( )nQ f ξ+= . آوريم ، بدست مي(7)با قراردادن اين عبارت در 

.
1

( 1)( )( ) ( )
( 1)!

n
n

n
x aR x f

n
ξ

+
+−

=
+

 

تـوان آن را بـه شـكل           قرار دارد، مـي    a و   x بين   ξچون  .  باقيمانده مي نامند   شكل لاگرانژ اين را   
( )a x aξ θ= + 0 است يعني،    1و0 عددي بين    θ نمايش داد كه در آن       − 1θ< ، در اين صورت    >

 : آيد  مي درفرمول باقيمانده به شكل زير 

.[ ]
1

( 1)( )( ) ( )
( 1)!

n
n

n
x aR x f a x a

n
θ

+
+−

= + −
+

 

 
 فرمول 

2( )( ) ( ) ( ) ( ) ...
1! 2!

x a x af x f a f a f a− −′ ′′= + + + 

(9)      [ ]
1

( ) ( 1)( ) ( )( ) ( )
! ( 1)!

n n
n nx a x af a f a x a

n n
θ

+
+− −

+ + + −
+

 

) براي تابع فرمول تيلور )f x در نقطه x a= ناميده مي شود. 

PDF created with FinePrint pdfFactory Pro trial version http://www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


 ١حساب و دیفرانسیل و انتگرال
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 ١٠٥

0aاگر در فرمول تيلور   : قرار دهيم بدست خواهيم آورد  =

(10)    
2 1

( ) ( 1)( ) (0) (0) (0) ... (0) ( )
1! 2! ! ( 1)!

n n
n nx x x xf x f f f f f x

n n
θ

+
+′ ′′= + + + + +

+
 

0كه در آن  1θ<  شود  ناميده ميفرمول مكلورن اين حالت خاص فرمول تيلور گاهي .>

 
5اي     چند جمله   :٤٠مثال   4 3 2( ) 2 2 1P x x x x x x= − + − + از فرمـول تيلـور    را با استفاده    −

)برحسب قواي  1)x  .بسط دهيد −

1xاي و مشـتقات آن را در نقطـة     براي حل مساله لازم است كه مقدار چند جملـه        .حل   پيـدا   =
1xبه ازاي : محاسبات مربوطه در زير داده شده اند . كنيم  داريم  =

(4) (5) ( )

(1) 0 , (1) 0 , (1) 0 , (1) 18
(1) 72 , (1) 120 , ( ) 0 ( 6)n

P P P P
P P P x n

′ ′′ ′′′= = = =

= = = ≥
 

 آوريم  با قرار دادن مقادير بدست آمده در فرمول تيلور بدست مي
3 4 518 72 120( ) ( 1) ( 1) ( 1) ,

3! 4! 5!
P x x x x= − + − + − 

           3 4 5( ) 3( 1) 3( 1) ( 1) .P x x x x= − + − + − 
 

) فرمول تيلور  :٤١مثال  ) lnf x x=  1را درx  .پيدا كنيد =

) شده فرمول تيلور به صورت   در شكل خلاصه   .حل   ) ( ) ( )n nf x P x R x=  مـا  nPبـراي  .  است+
)به nR، و براي fمشتق اول nبه  1)nf  : نماييم  ميبنابراين مشتقات متوالي را محاسبه .  نياز داريم+

1

2

3

(4) 4 (4)

( ) ln (1) 0
1( ) (1) 1

( ) (1) 1
( ) 2 (1) 2
( ) 3! (1) 3!

f x x f

f x x f
x

f x x f
f x x f
f x x f

−

−

−

−

= =

′ ′= = =

′′ ′′= − = −

′′′ ′′′= =

= − = −

 

             (5) 5 (5)( ) 4! (1) 4!f x x f−= = 
 

                 ( ) 1 ( ) 1( ) ( 1) ( 1)! (1) ( 1) ( 1)!n n n n nf x n x f n− − −= − − = − − 
             ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)( ) ( 1) ! ( ) ( 1) ! .n n n n n nf x n x f nξ ξ+ − + + − += − = − 

 يا
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 ١٠٦

 
)توانيم  اكنون مي )nP x و ( )nR xرا پيدا كنيم . 

2 3

(4) ( ) ( 1)
4 1

2 3

1

( ) ( ) ( )
(1) (1)(1) (1)( 1) ( 1) ( 1)

2! 3!
(1) (1) ( )( 1) ... ( 1) ( 1)

4! ! ( 1)!
1 2 3!0 1( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ...

2! 3! 4!
( 1) ( 1)! ( 1) !( 1)

! (

n n

n n
n n

n n
n

f x P x R x
f ff f x x x

f f fx x x
n n

x x x x

n nx
n n

ξ+
+

−

= +
′′ ′′′

′= + − + − + −

+ − + + − + −
+

− −
= + − + − + − + − +

− − −
+ − + 1

1

2 3 4

1 1

1

( 1)
1)!

( 1) ( 1) ( 1)( ) ( 1) ...
2 3 4

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
( 1)

n
n

n n n n

n

x

x x xf x x

x x
n n

ξ

ξ

+
+

− +

+

−
+

− − −
= − − + − +

− − − −
+ +

+

 

 .قرار دارد x و 1 بين ξكه در آن 
 

)بسط تابع ) ١(: ٤٢مثال  ) xf x e=به فرمول مكلورن را پيدا كنيد . 
)چند جمله در بسط مكلورن براي تابع        ) ٢( ) xf x e=   اي  اختيار شود تا اين كه چند جملـه   بايستي

]نمايش اين تابع در بازة   . تا سه رقم اعشار دقت داشته باشد−1,1[

)با يافتن مشتقات متوالي) ١ (.حل )f x  داريم  : 

( ) , (0) 1xf x e f= = 

( ) ( )

( ) , (0) 1
......................................................

( ) , (0) 1

x

n x n

f x e f

f x e f

′ ′= =

= =

 

  خواهيم داشت(10)مده در فرمول هاي بدست آ با جايگذاري عبارت

.
2 3 1

1 ... ,0 1
1! 2! 3! ! ( 1)!

n n
x xx x x x xe e

n n
θ θ

+

= + + + + + + < <
+

 

داريم ) ٢(
1

( )
( 1)!

n
x

n
xR x e
n

θ
+

=
+

0چون، بنابر فرض، .   1 , 1xθ< <  ، پس ≥

.
1

1 3( )
( 1)! ( 1)! ( 1)!

n
x

n
x

R x e e
n n n

θ
+

= < <
+ + +

 

 يا
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 ١٠٧

3بنابراين اگر نامساوي     1
( 1)! 1000n

≤
+

)1 برقرار باشـد آنگـاه نامسـاوي          )
1000nR x  نيـز برقـرار     ≥

6nبراي اين كار كافي است      . خواهدبود !7) اختيار شود    ≤  جملـه در فرمـول     6 بنـابراين    =(5040
 .مكلورن كافي خواهدبود

 

) با استفاده از فرمول مكلورن تابع   : ٤٣مثال   ) ln(1 )f x x=  [0,1]در بـازة  .  را بسـط دهيـد  +
 . را درنظر بگيريم خطاي حاصل از حذف باقيمانده را تخمين بزنيد9xاگر تا جمله 

(0)داريم . حل ln1 0f =  ام تابع مفروض برابر است با  nمشتق . =
( ) 1

( ) 1

( 1)!( ) ( 1) .
(1 )

(0) ( 1) ( 1)! ( 1,2,3,...).

n n
n

n n

nf x
x

f n n

−

−

−
= −

+

= − − =

 

 آوريم با جايگذاري مشتقات در فرمول مكلورن بدست مي
2 3

1ln(1 ) ... ( 1) ( )
2 3

n
n

n
x x xx x R x

n
−+ = − + + + − + 

كه در آن 
1

1
!( ) ( 1) .

(1 ) ( 1)!

n
n

n n
n xR x

nξ

+

+= −
+ +

  را درنظر بگيريم داريم 9xحال اگر تا جملة . 
2 3 9

10ln(1 ) ... ( )
2 3 9

x x xx x R x+ = − + − + + 
 كه در آن 

(10) 10
10 10

10 10 10

( ) 9!( ) . (0 )
10! 10!(1 ) 10(1 )

f xR x x x xξ ξ
ξ ξ

= = − = − < <
+ +

 

0ا درنظر گرفتن اين كه اكنون ب , 0 1xξ > ≤   و داريم ده ز  قدر مطلق باقيمانده را تخمين ≥
10

10 10

1( ) .
10(1 ) 10

xR x
ξ

= <
+

 

 

sinبسط توابع ) ١ (:٤٤مثال  x وcos x به فرمول مكلورن را بنوسيد. 
 . را محاسبه نماييدcos5مقدار تقريبي ) ٢(

ــاديري از  ) ٣( ــه ازاي چــه مق ــي xب ــول تقريب فرم
2 4

cos 1
2! 4!
x xx ≈ − ــر از  + داراي خطــائي كمت

 است؟ 0.00005
  

)مشتقات متوالي ) ١ (.حل ) sinf x x= كنيم  را پيدا مي : 
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 ١٠٨

(4) (4)

( ) sin (0) 0

( ) cos sin( ) (0) 1
2

2( ) sin sin( ) (0) 0
2
3( ) cos sin( ) (0) 1
2

( ) sin sin( 4 ) (1) 0
2

.............................................................

f x x f

f x x x f

f x x x f

f x x x f

f x x x f

π

π

π

π

= =

′ ′= = + =

′′ ′′= − = + =

′′′ ′′′= − = + = −

= = + =

( ) ( )

( 1) ( 1)

...............

( ) sin( ) (0) sin
2 2

( ) sin( ( 1) ) ( ) sin ( 1) .
2 2

n n

n n

nf x x n f

f x x n f n

π π

π πξ ξ+ +

= + =

 = + + = + +  

 

 
) بسط تابع (10)با جايگذاري در  ) sinf x x=آوريم  به فرمول مكلورن را بدست مي : 

.
3 5 1

sin ... sin( ) sin ( 1)
3! 5! ! 2 ( 1)! 2

n nx x x xx x n n
n n

π πξ
+  = − + − + + + + +  

 

 
 
 
 

)در مرحلة بعد با يافتن مشتقات متوالي تابع  ) cosf x x= و جايگذاري آنها در فرمول مكلورن بسط 
 : آوريم  ا بدست ميزير ر

2 4 1

cos 1 ... cos( ) cos ( 1) .
2! 4! ! 2 ( 1)! 2

n nx x x n xx n
n n

π πξ
+  = − + − + + + + +  

 

 ن ردر فرمول مكلو) ٢(

.
2 4 2

2 2cos 1 ... ( 1) . ( )
2! 4! (2 )!

n
n

n
x x xx R x

n += − + − + − + 

دهيم  قرار مي
36

x π
  چون ،=

2 2 4 2
2 6

2

10.003808 , ( ) 2.4 10 .
2! 2.36 4! 6 2
x x xπ −= = = = × 

 : نمائيم  ما بسط را محدود به جملات زير مي
2

cos 1 ,
2!
xx ≈ − 

 خطا عبارت است از يب تقر
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 ١٠٩

4
4 6

4
cos( ) 2.5 10

4! 4!
xxR x x −= ≤ < × 

 و بنابراين، با دقت خواسته شده، 

cos5 cos 1 0.00381 0.99619.
36
π

= = − = 
cosطرف راست معادلة تقريبي نمايش دهندة اولين شش جملة بسط مكلورن براي تابع  ) ٣( xاست .

6تقريبي براي  ( )R x(6)چون . دهيم  بدست مي(cos ) cosx x=  ، پس −

.
6

6
6

cos( )
6! 6!

xxR x x−
= ≤ 

كنـيم كـه در نامسـاوي     را چنـان اختيـار مـي    x باشد، مقـادير   0.00005براي آن كه خطا كمتر از       
66

0.00005
6!

0.575xآوريم  با حل اين نامساوي بدست مي.  صدق كنند≥ < 
 

 :  نامساوي زير را ثابت كنيد :٤٥ مثال
2

ln(1 ) ( 0)
2

xx x x x− < + < > 

2 برطبق فرمول مكلورن با باقيماندة .حل ( )R x داريم  
2

2ln(1 )
2(1 )

xx x
ξ

+ = −
+

 

0كه در آن  xξ< )3 برطبق همان فرمول با باقيماندة.  > )R x داريم  
2 3

3
1

ln(1 )
2 3(1 )

x xx x
ξ

+ = − +
+

 

10كه در آن     xξ< 0x  برای  چون .>  داريم   <
2

2 0
2(1 )

x
ξ

>
+

 و 
3

3
1

0
3(1 )

x
ξ

>
+

گيريم   نتيجه مي ،   

كه 
2

ln(1 )
2

xx x x− < + <. 
 

  عبارت :تبصره 
( )

2( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ... ( )
1! 2! !

( )

n
n

n

f a f a f af x f a x a x a x a
n

O x a

′ ′′
= + − + − + + − +

+ −
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 ١١٠

]شود كـه در آن         ناميده مي  ئانوپفرمول تيلور با باقيمانده در شكل        ]( ) ( )x O xξ ψ=     بـدين معنـي 
xاست كه  وقتي      a→   تابع ،( )xξ         بينهايت كوچكي از مرتبة بالاتر نسبت به ( )xψ    ،است، يعنـي 

( )lim 0
( )x a

x
x

ϕ
ψ→

xبه ويژه در . = a=  داريم 
( )

2(0) (0) (0)( ) (0) ... ( ).
1! 2! !

n
nnf f ff x f x x x O x

n
′ ′′

= + + + + + 
را بـراي   nاي تيلور درجه  دهد كه وقتي چند جمله شكل پئانواز باقيمانده براي فرمول تيلورنشان مي  

( )f x     در همسايگي نقطةa  نمـائيم كـه بينهايـت        ي را معرفـي مـي     دهيم در حقيقت خطائ     قرار مي
)كوچكي از مرتبة بالاتر نسبت به  )nx a− است وقتي x a→. 

 : باشند   عملي ميئل هاي زير داراي بيشترين اهميت در حل مسا بسط
2

3 2 1
1 2

2 4 2
2 1

2

2 3
1

1 ... ( );
2! !

sin ... ( 1) ( );
3! (2 1)!

cos 1 ... ( 1) ( );
2! 4! (2 )!

( 1) ( 1)...( 1)(1 ) 1 ... ( );
2! !

ln(1 ) ... ( 1)
2 3

n
x n

n
n n

n
n n

n n

n
n

x xe x O x
n

x xx x O x
n

x x xx O x
n

nx x x x O x
n

x x xx x
n

α α α α α αα

−
−

−

−

= + + + + +

= − + + − +
−

= − + − + − +

− − − +
+ = + + + + +

+ = − + − + − ( ).nO x+

 

 

2 بسط تابع     : ٤٦مثال   2( ) sin xf x x x e −= تـا جملاتـي كـه داراي     x قـواي مثبـت    را در  −
 . هستند بنوسيدxبينهايت كوچكي از مرتبة چهارم نسبت به 

  داريم .حل
23 2

4 2 2

4 4
2 5 2 3 4 3 4 4

( ) ( ) 1 ( )
6 2

5( ) ( ) ( ).
3 2 6

x xf x x O x x x O x

x xx O x x x O x x x O x

   
= − + − − + + =   

   

= − + − + − + = − +

 

 

 : ائيد  با استفاده از فرمول تيلور با باقيمانده در شكل پئانو حدود زيررا محاسبه نم : ٤٧مثال 

١ (30

sinlim
x

x x
x→

−   ٢ (
2

2

30

coslim
sin

x

x

e x
x x

−

→

− 
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 ١١١

٣ (
2

40

1 1 coslim
x

x x
tg x→

− +. 

  )١ (.حل
                                                                    

3
4

3 30 0 0

( )sin 1 13!lim lim lim ( ) .
3! 3!x x x

xx O x xx x O x
x x→ → →

− + −−  = = − + = −  
 

                                                                  داريم) ٢  (       
2 4

5cos 1 ( )
2! 4!
x xx O x= − + + 

2
2

sin ( ),

1 ( ).
2

z

x x O x
ze z O z

= +

= + + +
 

برای و در نتيجه 
2

2
xz = آوريم   بدست مي−

2 2 4
42 1 ( )

2 8

x x xe O x
−

= − + + 
 و لذا 

2 4 2 4
4

2

3 4 40 0

0

1 ( ) 1cos 8 2 24lim lim
sin ( )

1 1 ( ) 1 1 18 24lim .
1 ( ) 8 24 12

x

x x

x

x x x xO xe x x
x x x O x

x

x

α

α

−

→ →

→

− + + − − −−
=

+

− +
= − =

+

 

)در اينجا نماد  )xα براي 
4

4
( )O x
x

0xفته است كه براي  بكار ر  .  يك بينهايت كوچك است→
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